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ΘΕΜΑ 1. (1,5 µονάδες)
(1) Θεωρούµε ευθεία (ε) και σηµείο A ∈ R × R. Να αποδειχθεί ότι στην απόλυτη γεωµετρία,

υπάρχει µοναδική ευθεία η οποία διέρχεται από το A και είναι κάθετη στην ευθεία (ε).
Λύση. Θεωρία

(2) ∆ίνεται τετράπλευρο ABCD µε AB‖CD και AB = AD + BC. Φέρουµε τη διχοτόµο της
γωνίας D του τετραπλεύρου, η οποία τέµνει την AB σε σηµείο K. Να αποδειχθεί ότι στην
Ευκλείδεια γεωµετρία, η CK είναι διχοτόµος της γωνίας C του τετραπλεύρου.

Λύση. Αρχικά παρατηρούµε ότι το τρίγωνο ADK είναι ισοσκελές (KD̂C = AK̂D ως εντός
και εναλλάξ και AD̂K = AK̂D καθώς DK διχοτόµος). Συνεπώς AD = AK. Αντικαθι-
στώντας στη σχέση AB = AD + BC έχουµε ότι και το τρίγωνο KBC είναι ισοσκελές. Το
Ϲητούµενο έπεται από το γεγονός ότι BK̂C = KĈD ως εντός και εναλλάξ.

ΘΕΜΑ 2. (2 µονάδες)
(1) Να αποδειχθεί ότι στην υπερβολική γεωµετρία, για κάθε ευθεία (ε) και από κάθε σηµείο

εκτός αυτής, διέρχονται δύο τουλάχιστον ευθείες παράλληλες προς την ευθεία (ε).
Λύση. Θεωρία

(2) Στο υπερβολικό επίπεδο H2, ϑεωρούµε την Υ-ευθεία (ε) : x = 2. Αν z = 1 + i ∈ H2, να
προσδιορίσετε δύο Υ-ευθείες, οι οποίες διέρχονται από το z και είναι παράλληλες προς την
Υ-ευθεία (ε).
Λύση. Μια Υ-ευθεία παράλληλη προς την (ε) (η οποία να διέρχεται από το z = 1+i), είναι η
x = 1. Για τον προσδιορισµό µιας δεύτερης, επιλέγουµε σηµείο του ορίζοντα (έστω z′) τέτοιο
ώστε 1 < Re(z′) < 2. Θεωρούµε τον κύκλο (µε κέντρο στον ορίζοντα), ο οποίος διέρχεται από
τα σηµεία z, z′. Το ηµικύκλιο που είναι πάνω από τον ορίζοντα είναι η Ϲητούµενη Υ-ευθεία (η
παραλληλία αποδεικνύεται παρατηρώντας τη διάταξη των σηµείων τοµής των ευθειών αυτών
µε τον ορίζοντα).

ΘΕΜΑ 3. (1,5 µονάδες)
Να ϐρεθεί η εικόνα του κύκλου (x − α)2 + (y − 1)2 = %2 µέσω της αντιστροφής C, µε κέντρο
αντιστροφής το σηµείο (x0, y0) = (0, 0) και ακτίνα αντιστροφής % = 2. Ως εφαρµογή αυτού, να
ϐρεθεί η εικόνα του κύκλου x2 + (y − 1)2 = 4 ως προς τον κύκλο αντιστροφής C.
Λύση. Κάνουµε τις αντικαταστάσεις

x =
4x′

x′2 + y′2
, y =

4y′

x′2 + y′2
.

∆ιακρίνουµε περιπτώσεις. Αν %2 = 1+α2, τότε προκύπτει η ευθεία y′ = −αx′ +2. Αν %2 6= 1+α2,
τότε προκύπτει κύκλος. Για την εφαρµογή, αντικαθιστούµε τις παραµέτρους α = 0, % = 2 στην
εξίσωση κύκλου που ϐρήκαµε παραπάνω.
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ΘΕΜΑ 4. (3 µονάδες)
(1) Να προσδιοριστεί ο Υ-κύκλος µε διάµετρο το Υ-ευθύγραµµο τµήµα AB, όπου A = i και

B = 1 + i είναι Υ-σηµεία του υπερβολικού επιπέδου H2.

Λύση. Ο Ϲητούµενος Υ-κύκλος έχει κέντρο το Υ-µέσο του AB (έστω αυτό O). Η ακτίνα του
κύκλου προσδιορίζεται αν ϐρούµε την Υ-απόσταση του Υ-ευθυγράµµου τµήµατος AO.

(2) Στο υπερβολικό επίπεδο H2, να σχεδιάσετε το Υ-τρίγωνο ABC, όπου A = i, B = 1 + 2i και
C = −1 + 2i. Στη συνέχεια, να εξετάσετε αν το Υ-τρίγωνο ABC είναι ισόπλευρο.

Λύση. Βρίσκουµε ανά δύο τις Υ-ευθείες AB,BC,AC (γνωρίζουµε ότι έχουν τη µορφή

(x− x0)2 + y2 = %2

και γνωρίζουµε δύο σηµεία τους, συνεπώς προσδιορίζονται άµεσα). Το καµπυλόγραµµο Υ-
τρίγωνο ABC είναι και το Ϲητούµενο. Υπολογίζοντας τις Υ-αποστάσεις των Υ-ευθυγράµµων
τµηµάτων AB,BC,AC, αποδεικνύεται ότι το τρίγωνο είναι ισόπλευρο.

ΘΕΜΑ 5. (2 µονάδες)
Θεωρούµε την Υ-ευθεία

Y1 : x
2 + y2 = 4.

Προσδιορίζοντας κατάλληλα Υ-σηµεία A = (x1, y1), B = (x2, y2) ∈ H2, όπου x1 6= x2, να ϐρείτε την
Υ-ευθεία Y2, η οποία διέρχεται από ταA,B και είναι κάθετη στην Y1. Στη συνέχεια να προσδιορίσετε
δύο Υ-ορθογώνια τρίγωνα.

Λύση. Γνωρίζουµε ότι κάθε κύκλος που διέρχεται από δύο αντίστροφα σηµεία (ως προς κάποια
αντιστροφή), τέµνει τον κύκλο αντιστροφής ορθογώνια. Λαµβάνουµε τυχαίο σηµείο A = (x0, y0) ∈
H2 το οποίο να είναι εσωτερικό του ηµικυκλίου που σχηµατίζει η Υ-ευθεία Y1 (για παράδειγµα το
A = (1, 1)). Θεωρώντας ως κύκλο αντιστροφής τον x2 + y2 = 4 (δλδ την Υ- ευθεία Y1), έστω A′ η
εικόνα του A. Ο κύκλος που διέρχεται από τα A,A′ και έχει κέντρο στον ορίζοντα (έστω Y2) τέµνει
ορθογώνια τον κύκλο x2 + y2 = 4. Η Ϲητούµενη κάθετη είναι η Υ-ευθεία Y2. Λαµβάνοντας τις
Υ-ευθείες Y1, Y2 και τυχούσες άλλες που τις τέµνουν, µπορούµε να πάρουµε Υ-ορθογώνια τρίγωνα.

* Οι λύσεις αυτές δεν είναι µοναδικές. Υπάρχουν κι άλλοι τρόποι επίλυσης όλων των παραπάνω
ϑεµάτων.
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